Calcolo delle variazioni A www.velichkov.it

DISEGUAGLIANZA DI GAGLIARDO-NIRENBERG-SOBOLEV

Lemma 1. Per ogni ¢ € C>°(R?) si ha
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Proof. In dimensione 2, abbiamo le disuguaglianze
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Integrando in x e in y, otteniamo
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In dilmensione d > 2 la dimostrazione e analoga. g

In questo modo

Lemma 2. Sia p € C>°(R?) e 1 < p < d. Allora,
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</<Pd‘” diﬂ) < Cup (/ [Vel? dm) ;
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Proof. Applicare il lemma precedente alla funzione ¢p® dove « € una costante da scegliere opportunamente. [

Teorema 3 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Sia d > 3. Esiste una costante dimensionale Cy tale che
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(/ u? da:) < Cy (/ Vu|2dx> ,
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Proposizione 4 (Una disuguaglianza in dimensione due). Per ogni u € H'(R?) si ha
lull e < V2[{u # 0} Vul 2.
In particolare, se u € H(S2), dove Q C R? & un aperto di misura finita, allora
lull s < V2IQ0(|Vul| 2

Proof. Per esercizio. O

dove
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DUE COROLLARI

Teorema 5 (Disuguaglianza di Poincaré in domini di misura finita). Sia Q un aperto di musura finita in R
Allora, esiste una costante dimensionale Cy tale che

/ u?dr < C’d|Q|Z/d/ |Vul|? de per ogni u € Hy(Q).
Q Q

Teorema 6 (Teorema di Rellich per domini di misura finita). Sia Q un aperto di misura finita in R%. Se u,, ¢
una sottosuccessione limitata di H(SY), allora esistono una funzione u € H} () ed una sottosuccessione di u,,
(che indichiamo ancora con (uy)) tali che:

o u, converge a u debole H';

e u, converge a u forte L?;

o u,(x) converge a u(x) per quasi-ogni v € RY.
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Proof. In ogni dimensione d > 2 consideriamo una funzione ¢ : R — R una funzione C*> a supporto in By tale
che:
$=1 in By, 0<¢p<1 in RY.
Definiamo la costante
Vol Lo ey = Ca
e osserviamo che Cj ¢ una costante dimensionale.
Per ogni R > 0 definiamo la funzione

¢r(z) = ¢(*/R).
Allora,

¢:1 in BR, OSQJ)Rgl in BQR\BR, ¢:0 in Rd\BgR, HV¢R||L°°(]R‘1)S7-

Ora stimiamo la differenza
lun — dRUR| L2 (R4
In dimensione d > 3 abbiamo
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Ora siccome

HV((]. - d)R)u’rL)HLQ < ||unv¢R||L2 + ||(]- - ¢R)vun“L2
< [Vérllrellunllzz + [[Vun| 2
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per R abbastanza grande, otteniamo

un — drUR| L2y < Cal2\ BR|1/d||VUn||H1(]Rd)-

In dimensione d = 2 abbiamo una stima analoga. Infatti,
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i = bl = [ 10~ ompunae < ([ 190 - 6ryun)l o)

- ( [ - ¢R>un>|dx)
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Di nuovo, per R >> 1, abbiamo

HV((I - ¢R)U7L)HL2 < 2||VU7L||H1(]Rd)7
e quindi la disuguaglianza
l[un — ¢Run”L2(Rd) < Cg|2\ BR|1/d||vun||H1(Rd)a
¢ valida in ogni dimensione d > 2.
Ora, siccome la successione ¢ru,, n > 1, € limitata per ogni R > 1, applichiamo il teorema di Rellich per

domini limitati e otteniamo che per ogni R possiamo estrarre una successione convergente. La tesi segue da un
argomento di successione diagonale. O

Corollario 7 (Esistenza di soluzioni in domini illimitati). Sia Q un aperto di misura finita in R e sia f € L?(52).
Allora esiste un’unica soluzione debole uw € HE(Q) del problema

-Au=f in Q, u € Hy(Q).



	Due corollari

